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¡  N	
  adver'sers:	
  A1,	
  A2,	
  …	
  AN	
  
§  Each	
  with	
  budget	
  B	
  >	
  N	
  

¡  Queries:	
  
§ N·∙B	
  queries	
  appear	
  in	
  N	
  rounds	
  of	
  B	
  queries	
  each	
  

¡  Bidding:	
  
§  Round	
  1	
  queries:	
  bidders	
  A1,	
  A2,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  …,	
  AN	
  

§  Round	
  2	
  queries:	
  bidders	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  A2,	
  A3,	
  …,	
  AN	
  

§  Round	
  i	
  queries:	
  	
  bidders	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Ai,	
  …,	
  	
  AN	
  
¡  Op'mum	
  alloca'on:	
  	
  
Allocate	
  round	
  i	
  queries	
  to	
  Ai	
  
§ Op:mum	
  revenue	
  N·∙B	
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…	
  

A1	
   A2	
   A3	
   AN-­‐1	
   AN	
  

B/N	
  
B/(N-­‐1)	
  

B/(N-­‐2)	
  

If	
  we	
  find	
  the	
  smallest	
  k	
  such	
  that	
  Sk	
  ≥	
  B,	
  then	
  aEer	
  k	
  rounds	
  
we	
  cannot	
  allocate	
  any	
  queries	
  to	
  any	
  adver'ser	
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After k rounds, the allocation to advertiser k is: 
Sk = ∑1 · i · k B/(N-i+1) 



B/1   B/2   B/3  …  B/(N-(k-1)) … B/(N-1)   B/N 

S1	
  

S2	
  

Sk	
  =	
  B	
  	
  

1/1   1/2   1/3  …  1/(N-(k-1)) … 1/(N-1)   1/N 

S1	
  

S2	
  

Sk	
  =	
  1	
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¡  Fact:	
  	
  for	
  large	
  n	
  
§  Result	
  due	
  to	
  Euler	
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1/1   1/2   1/3  …  1/(N-(k-1)) … 1/(N-1)   1/N 

Sk	
  =	
  1	
  	
  

ln(N)	
  

ln(N)-­‐1	
  =	
  ln(N-­‐k)	
  

ln(N-­‐k)	
  =	
  ln(N)	
  –	
  1	
  
ln(N/(N-­‐k))	
  =	
  1	
  
N/(N-­‐k)	
  =	
  e	
  
k	
  =	
  N(1	
  –	
  1/e)	
  



¡  So	
  aBer	
  the	
  first	
  k=N(1-­‐1/e)	
  rounds,	
  we	
  	
  
cannot	
  allocate	
  a	
  query	
  to	
  any	
  adver:ser	
  

¡  Revenue	
  =	
  B·∙N	
  (1-­‐1/e)	
  

¡  Compe''ve	
  ra'o	
  =	
  1-­‐1/e	
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¡  So	
  far:	
  all	
  bids	
  =	
  1,	
  all	
  budgets	
  equal	
  (=B)	
  
	
  

¡  In	
  a	
  general	
  seQng	
  BALANCE	
  can	
  be	
  terrible	
  
§  Consider	
  query	
  q,	
  two	
  adver:sers	
  A1	
  and	
  A2	
  	
  
§ A1:	
  bid	
  =	
  1,	
  	
  	
  budget	
  =	
  110	
  
§ A2:	
  bid	
  =	
  10,	
  budget	
  =	
  100	
  
§  Suppose	
  we	
  see	
  10	
  instances	
  of	
  q	
  
§  BALANCE	
  always	
  selects	
  A1	
  and	
  earns	
  10	
  
§ Op:mal	
  earns	
  100	
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¡  Consider	
  query	
  q,	
  bidder	
  i	
  
§  Bid	
  =	
  xi	
  
§  Budget	
  =	
  bi	
  
§  Amount	
  spent	
  so	
  far	
  =	
  mi	
  
§  Frac:on	
  of	
  budget	
  leB	
  over	
  fi	
  =	
  1-­‐mi/bi	
  
§ Define	
  ψi(q)	
  =	
  xi(1-­‐e-­‐fi)	
  

¡  Allocate	
  query	
  q	
  to	
  bidder	
  i	
  with	
  largest	
  	
  
value	
  of	
  ψi(q)	
  

¡  Same	
  compe''ve	
  ra'o	
  (1-­‐1/e)	
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